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超対称な場の量子論の数理の研究におい
て，近年目覚ましい進展が続いている．
色々な物理量について，経路積分をあらわ
に実行し，その値を厳密に評価する強力な
手続きが発見されたためである．これは
「局所化」（localization）とよばれている．
経路積分は量子力学の基本的なアイデア
であり，場の理論やその物理量の形式的な
定義を与える手段としては非常に優れてい
る．しかし通常は，経路積分による物理量
の表示を出発点として，そこから例えば摂
動論などの道具立てをさらに整備する必要
がある．相互作用する多くの場の理論にお
いて，経路積分を解析的に実行するのは一
般にはとても難しいので，局所化原理に基
づく近年の進展は多くの理論物理学者の関
心を集めている．
局所化原理は，数学の分野で古くから知
られている固定点定理を場の理論の経路積
分に応用したものである．固定点定理とは，
連続対称性の作用する多様体の位相不変量
を，その対称性のもとで不変な点（固定点）
の近傍の局地的な情報だけを用いて評価す
るもので，高次元の困難な積分の問題を，
典型的には有限個の固定点の寄与について
の足し上げにまで簡単化する著しい定理で
ある．場の理論の超対称性は，じつはこの
定理と深い関わりがある．
局所化原理によって新しく計算可能にな
った多くの物理量は，平坦空間ではなく，
特殊な背景場の導入された空間や，球面な
どの曲がった空間の上で定義された場の量
子論に関わる．とくに大きな進展は 4次元
のN＝2超対称ゲージ理論においてみられ
る．
このクラスの理論は，ある種の変形によ
って位相的場の理論になり，4次元多様体

のトポロジーとインスタントンの数理の関
係を調べる有用な枠組みとなることが知ら
れていた．今世紀に入って，Nekrasovらは
これを発展させ，N＝2超対称ゲージ理論
の低エネルギー物理に対するインスタント
ン補正を完全に決める分配関数と，局所化
原理に基づくその導出法を提案した．4次
元のゲージ理論において局所化原理が大き
な成果を収めた最初の例である．
より最近では 2007年に，Pestunによって

N＝2超対称ゲージ理論が 4次元球面上に
構成され，分配関数やWilsonループ演算
子の期待値が導出された．これをきっかけ
に，超対称な場の理論を様々な曲がった空
間上に構成し，それをもとに場の理論の新
しい物理量を定める研究が盛んに行われる
ことになった．局所化原理は今や超対称ゲ
ージ理論の新しい解析手段として広く認識
されており，超対称ゲージ理論の数理の研
究は，この新しい手法や物理量の厳密公式
の発見を機に新たな局面を迎えていると言
える．
この記事では，4次元N＝2超対称ゲー
ジ理論を題材にとり，最近の進展を振り返
りながら，局所化原理とは何か，色々な厳
密公式がどのように導かれたかを解説する．

―Keywords―

超対称性：
ボソンとフェルミオンを入れ
替える対称性．1個のボソン
に対し 2個のフェルミオンが
対応する場合，N＝2超対称
性とよぶ．摂動論では発散の
相殺が生じるため，非摂動効
果が重要な寄与となる．

位相的場の理論：
観測量の相関関数が時空の計
量や位置によらず，多様体や
その構造のトポロジーで決ま
る場の理論．WittenはN＝2
超対称ゲージ理論のローレン
ツ対称性をひねることにより
位相的場の理論が得られるこ
とを示し，4次元多様体の位
相不変量を場の理論の立場か
ら計算した．

インスタントン：
ゲージ場の（反）自己双対方
程式の解であり，Euclid計量
の時空で定義された作用の極
小値を与える．時空の 1点に
局在しており，瞬間的に現れ
て消える配位である．また，
その極小条件を変えないよう
な，大きさ，位置等の変形パ
ラメーターをもち，その空間
をインスタントンモジュライ
空間とよぶ．

Wilsonループ：
時空内の閉じた経路に対し，
微小経路上のゲージポテンシ
ャルの積分の指数関数を，経
路に沿った演算子順序を考慮
して積をとったゲージ不変な
物理量．クォークの閉じ込め
の指標を与える等，ゲージ理
論において重要な非局所的観
測量である．
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