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ラトルバックは半楕円体の小さな科学おもちゃだ（図 1）．
テーブルの上でまわすと，一方向にはスムーズに回転する
が，反対方向にまわすとがたがた振動して回転が止まり，
やがて逆にまわり始める．見かけは鏡映対称なのに明らか
に非対称な動きをする．
先史時代の遺跡から見つかる石器に同様の振る舞いをす
るものがあり，セルト石（Celtic stone*1）と呼ばれていた．
Celtは矢じりやのみの刃などに使われた石器をさすが，*2

古代の石器がこのように振る舞うのを見て，何やら神秘的
な力を感じた人もいたようだ．しかし，河原や海岸に転
がっている石でも，このような不思議な動きをするものを
見つけることはできる．ラトルバックという名前は Jearl 

Walkerのエッセイ 9）で有名になった．

疑問
そもそも，まわした方向とは反対向きにまわり始めるの
は奇妙だ．「角運動量保存則に反していないのか？」，「力
学の時間反転対称性はどうなっているのか？」など，素朴
な疑問がわいてくる．テーブルとの摩擦が重要に違いない
が，力学的にどう理解すればよいのだろうか．
この問題には多くの著名な物理学者も興味を持ってきた．
最初の科学的論文は，後に気象学者として名を残した応用
数学者Walkerによる 1896年のものだ．8）彼は，セルト石
の底面の主曲率の方向が慣性モーメントの軸と一致してい
ない場合に，定常回転が不安定化し，振動が励起されるこ
とを示した．興味深いことに，この不安定化はどちらの回
転方向にも起こる．回転方向と励起される振動の振動数と

の関係も議論している．また，慣性モーメントや重心の位
置を調整できる模型を作って実験を行い，理論解析と整合
することを確認した．
定常宇宙論で有名なBondi 1）は詳細な安定性解析を行い，

ラトルバックのパラメータや回転の速さに依存して，不安
定性にいくつかのタイプがあることを見出した．Garciaと
Hubbard 3）は振動が生成するトルクを求め，反転に要する
時間の表式を得た．彼らは様々な散逸の効果も検討して，
実験との比較も行っている．
低温物理学者の Pippard 7）もラトルバックに魅せられた

学者の一人だ．彼は，ワインボトルの上部を 4分の 1切り
出したものに真鍮の板を固定して慣性モーメントを調整す
ることによって，続けて 4～5回も反転するラトルバック
を作って見せた（図 2）．

力学モデル
ラトルバックは，もちろん剛体の運動方程式で記述され
る．*3 散逸を無視すれば，外力は重力と床からの抗力のみ
だ．質量をM，重心まわりの慣性モーメントテンソルを Î
とすると，剛体の重心速度 vと角速度ωは，
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に従う．重力は－Mgu，床からの抗力をFとした．rは重
心Gを始点とした床との接点Cの変位ベクトルである．
問題は抗力Fだ．これは垂直抗力と摩擦力からなり，床
との接点条件で決まる．最も単純な仮定として，（i）ラト
ルバックはいつも一点で床と接し，（ii）スリップなしに転
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*1 ケルト人を意味するCeltと同じつづりで混同されることがある．
*2 “Celt”のこの用法そのものも，いくつかの誤解と混乱に基づくもの
のようだ．6）

図 1　ラトルバック．

�
*3 ここでの問題の定式化は文献 4による．

図 2　Pippardのラトルバック．鏡の上に置いて斜めから写真に撮ったもの．
ワインボトルを切り出したものに樹脂の板を張り付けてその上に真鍮の板
を固定している．下に映った鏡像と合わせて，ワインボトルの 2つの曲率
がはっきり分かる．文献 7より転載．
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がるとする．
ラトルバック底面の形状は関数 fを用いて

f（r）＝0 （3）

で表されるとしよう．また，接点での底面の法線ベクトル
は単位鉛直ベクトル uに平行，即ち

Ñf（r）||u （4）

でなければならない．接点ベクトル rはこの2つの条件（3）
と（4）で決められる．
一方，抗力Fはスリップ無し条件

v＝r×ω （5）

から決まり，これがラトルバックの奇妙な振る舞いをもた
らす．式（5）は非ホロノミック拘束条件で，後で触れるよ
うに，この力学系の振る舞いに際立った特徴を与える．

剛体座標系
図 3のように，重心Gを原点，慣性主軸を座標軸とする
剛体固定座標系を考える．すると慣性モーメントテンソル
は対角行列
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で表される．底面の形は 2次曲面とする．すると，主曲率
方向が x  ‒  y面内で慣性主軸から角度 ξずれているとき，形
状関数は
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で与えられる．ここで，
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である．aは重心Gの高さで，主曲率は θ/aおよび ϕ/aで与
えられる．
通常のラトルバックでは ξ¿1である．また，静止状態
では z軸が鉛直下向きで安定とする．図 3のように短軸に
近い方を x軸に取ると，ラトルバックのパラメータは，通常

Ixx> Iyy ,　1>θÀϕ （10）

のように与えられる．

ダイナミクス
数値シミュレーションには，運動方程式（1）と（2）から

Fを消去して，スリップ無し条件（5）を用いてωの式にし
たものを，鉛直ベクトル uが一定の条件

d 0
dt
= + × =u u ω u   （11）

と連立して解くのが便利だ．但し，u・ は剛体系での時間微
分を表す．解くべき変数はωと uだが，|u |＝1なので独立
な変数の数は 5つである．
微小振動の場合には，剛体系の z軸が鉛直ベクトル uに

ほぼ平行で，ラトルバックの運動は，スピン n≡u・ω≈
－ωzに加えて，ピッチ（縦揺れ）とロール（横揺れ）振動
の 2つの振動によって記述される（図 4）．ねじれ角 ξが小
さいとき，ピッチとロールはそれぞれ（uy , ωx）と（ux , ωy）
でおよそ表される．
図 5にねじれ角 ξが負の場合のシミュレーション結果を
示す．初期スピンが正のときにはピッチが励起され，負の
場合にはロールが励起されることが分かる．*4 ピッチが励
起される前者の方が反転時間がずっと短いことに注意して
ほしい．

スピンと振動の結合
ねじれ角 ξがゼロでない場合には，振動と回転がカップ
ルする．即ち，それぞれのモードの振動が存在するとき，
応力Fによる鉛直軸まわりのトルク

T≡u・（r×F） （12）

の振動一周期の平均がゼロにならない．
スピンをゼロに固定して，更に，微小振動の近似の下で
は，それぞれの振動モードによる時間平均トルク T̄と振動
エネルギーEの比

,p r
p r

p r

T TK K
E E

－ ≡ ≡   （13）

は振幅に依らず定数となる．これを非対称トルク係数と呼
ぼう．添え字の pと rはそれぞれピッチおよびロール振動
を表す．一般に T̄pと T̄rは互いに逆符号となることが示さ

図 3　ラトルバックに固定された座標系．

図 4　ラトルバックの 3つの運動モード．

�
*4 即ち，主曲率方向が慣性主軸から上から見て左まわりにずれている
場合，スピンが上から見て左まわりのとき，ピッチが励起される．
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れるので，KpとKrが同符号となるように定義した．トル
クとエネルギーは同じ次元を持つので非対称トルク係数は
無次元量であることに注意しよう．具体的表式として
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を得る．5）但し，

2 21 , 1yyxx IIα β
Ma Ma

≡ + ≡ +   （16）

は，静止時の接点（0, 0, a）を通るそれぞれ x軸および y軸
に平行な軸まわりの無次元化された慣性モーメント，ωp

およびωrはそれぞれピッチおよびロール振動の角振動数
である．
非対称トルク係数の表式（14）および（15）は非常に簡単
な形をしている．即ち，（i）ねじれ角，（ii）慣性モーメン
トの逆数の差，（iii）曲率半径の差，（iv）振動モードの振
動数の 2乗，の 4つの因子からなり，2つの係数の比は単
に振動数の 2乗の比

2

2
p p

r r

K ω
K ω
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となる．通常ω2
p /ω2

r À1なので，ピッチ振動のほうが回転
とずっと強く結合することが分かる．また，ξ<0ととる
と，*5 通常のラトルバックで式（10）の場合には，式（14）
および（15）の因子はすべて正である．
ラトルバックでピッチ振動のほうがロール振動よりずっ
と速い主な理由は，2つの主曲率の差が大きいからだ．図
1のようなラトルバックでは，長軸方向の曲率半径は短軸
方向のものより 10倍以上大きい．ラトルバックの反転時
間の非対称性はこの差に由来する．

3変数ダイナミクス
この非対称トルク係数を用いて，スピン n，ピッチ振動

エネルギーEp ，ロール振動エネルギーErからなる 3変数
ダイナミクスを考える．スピンや振動の振幅が小さく，図
5のように，これらの量が大きく変化する時間スケールが
振動の周期に比べて長い場合，振動周期での変数の時間変
化を無視した粗視化ダイナミクス
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によって，系は近似的に表されるだろう．5, 6）図 5の破線
はこのダイナミクスのシミュレーション結果で，実際，系
の振る舞いをよく記述している．
この 3変数ダイナミクスには以下の 2つの保存量がある

ので，一般に周期運動をする．即ち，全エネルギー

2
tot

1
2 zz p rE I n E E≡ + +   （21）

のほかに，
1 1ln lnp r

p r
C E E

K K
≡ +   （22）

が保存する．吉田らはこれをカシミール保存量と呼ん
だ．10）, *6 これは，ピッチやロール振動の時間スケールに
比べてスピン反転がずっとゆっくりしている場合に近似的
に保存する量で，その点，断熱不変量に似ている．
式（18）‒（20）を解くことにより，初期スピン n0が正ある

いは負の場合の反転時間 tr±を計算することができ，

�
*5 過去の文献との対応から ξ<0ととる．

�
*6 ハミルトニアンHとポアソン括弧式｛ ,｝を適当に定義することにより， 
この系のダイナミクスは dQi /dt＝｛ Qi , H  ｝の形に記述できる．このポア
ソン括弧式で｛ C, H  ｝＝0であればCは保存量だが，任意の物理量Gに
対して｛ C, G  ｝＝0となる保存量を，文献 10ではカシミール保存量と呼
んでいる．

図 5　ラトルバックのシミュレーション結果．左図は初
期スピンが正，右図は負の場合．実線はもとの方程式（1）
と（2），破線は 3変数ダイナミクス（18）‒（20）による．
ωxはピッチ，ωyはロールを主に表しているが，スピン n
の反転時間に比べて短い時間スケールで振動しているこ
とが分かる．ラトルバックのパラメータは文献 3と同じ
ものを用いた．特にねじれ角を負（ξ<0）としているこ
とに注意．数字は a，M，g＝1となる単位系による．
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程度と見積もられる．KpÀKr ，即ちω2
pÀω2

rの場合には
tr－À tr＋となり，負の方向にまわしたときの反転時間は正
方向に比べてずっと長い．そのため，散逸のある実際のラ
トルバックでは，“安定方向”の回転では反転が起こる前
に散逸のために回転が止まってしまい，“不安定方向”の
反転しか観察されないことが多い．
式（23）の反転時間が初期スピン |n0 |に反比例している

点は興味深い．つまり，反転までの回転数は 1/ |K |程度で，
初期スピンの大きさにはほとんど依らない．ただし，これ
はスリップなしの条件での結果で，実際には高速回転させ
るとスリップが起こり，厳密にはこのような簡単な関係は
成り立たないかも知れない．しかし，ラトルバックをまわ
してみると，速くまわしてもすぐに反転してしまうのに驚
かされる．

散逸無しラトルバックのカオス
3変数ダイナミクスは，低速スピン・微小振動，かつ，
振動の周期が反転の時間スケールに比べて十分小さいとき
には，系をよく記述する．しかし，高速スピン・大振幅振
動領域や，振動周期が長い場合，この近似は悪くなる．特
に，“カシミール保存量”（22）は保存せず，系の振る舞い
はより複雑になる．
図 6に，ロール方向の曲率 θを変えた系の振る舞いを示

す．実線がもとの運動方程式（1）と（2），破線が対応する
3変数ダイナミクス（18）‒（20）のシミュレーション結果で
ある．θが大きいと横揺れの振動の復元力が弱く，振動数
ωrが小さくなる．シミュレーション結果も，（a）では両者
の一致は非常に良いが，（b）や（c）では，一回反転した後
の振る舞いが 3変数ダイナミクスとは全く異なる．即ち，
（b）ではスピンの不規則な揺らぎが見られ，（c）では周期
が 3変数ダイナミクスのものとは全く異なる．おまけに，
最初の反転後しばらくは過渡的な振る舞いが見られ，周期
運動が始まった後の周期も一回ごとに微妙に変化している．
これらの特徴は，少数自由度の保存系のダイナミクスとし
ては極めて興味深い．即ち，軌道が最初の過渡的な振る舞
いの後，アトラクターに至っているかのようで，散逸系の
ダイナミクスを思い起こさせる．
いま考えている系には散逸が無く，力学的エネルギーが
一定という意味では保存系である．ところが，スリップ無
し条件のためにアトラクターの存在が禁止されていないの
である．即ち，式（5）は非ホロノミックな拘束条件なので，

系のダイナミクスは正準方程式では表せない．その結果，
リウビルの定理が成り立たず，位相空間の体積が保存量と
は限らない．つまり，この系はエネルギーが保存するにも
かかわらず，散逸系に類似した振る舞いをする可能性があ
る．実際，最近の研究で，この系のカオス領域において散
逸系に特徴的なストレンジアトラクターや周期倍化の分岐
図なども報告されている．2）

ラトルバックは，これ以上単純になりようがないほど単
純なおもちゃだ．しかし，その奇妙な振る舞いに，多くの
物理学者が素朴な興味をかきたてられ，ひきつけられてき
た．ダイナミクスは意外と複雑で，現在でも研究が続いて
いる．
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図 6　ラトルバックのシミュレーション．（a）は図 5と同じシミュレーショ
ン．（b）および（c）は θの値のみを変えた結果．破線は 3変数ダイナミクス
のもの．


