
293最近の研究から　非エルミート系におけるブロッホバンド理論

©2022 日本物理学会

近年の実験技術の発展により，外部環境
と相互作用する非平衡系の研究が大きく進
展している．特に，外部環境の自由度を消
去することで非平衡系を非エルミートハミ
ルトニアンで有効的に記述できる．このよ
うな非平衡系は非エルミート系と呼ばれ，
平衡系では見られない豊かな物理を示す．
よく知られた例として非平衡系の境界条
件への鋭敏性が挙げられる．例えば，平衡
系では系が十分に大きければ任意の境界条
件の下での物理は変わらない．この事実は，
ブロッホの定理による物質の電子のバンド
構造の計算を可能にする．一方，非平衡系
では境界条件の選択が物理に重要となる場
合がある．当然，このことは非エルミート
系にも当てはまる．境界条件鋭敏性によっ
て見られる現象の 1つに非エルミート表皮
効果が挙げられる．周期ポテンシャル中の
非エルミート系において，この効果により，
開放境界条件の下でのバルクの固有状態は
系の端に局在する．
したがって，非エルミート系の解析には
注意が必要になる．一般に，周期境界条件
と開放境界条件それぞれの下でのエネル
ギーバンドは全く異なる．前者はブロッホ
の定理から計算できる．一方，後者はどの
ように計算すればよいか知られていなかっ
た．その結果，非エルミート系においては
バルクエッジ対応が破れると考えられてい
た．
本研究では周期ポテンシャル中の非エル
ミート系に着目し，開放境界条件の下での

エネルギーバンドの計算方法を構築した．
これが非エルミート系におけるブロッホバ
ンド理論である．この理論は，有限サイズ
の系のエネルギー準位が，熱力学極限では
ある幅をもつ連続的なバンドを形成すると
いう点に着目する．そして，このエネル
ギーバンドは複素数の値を取るブロッホ波
数から与えられる．エルミート系の場合に
ブロッホ波数 kが実数の値を取ることと比
較すると，複素ブロッホ波数 kは非エル
ミート系に特有である．また，複素ブロッ
ホ波数 kに対して，β≡eikの集合は複素平
面上で閉曲線をなす．この閉曲線を一般化
ブリルアンゾーンと呼ぶ．
一般化ブリルアンゾーンはエルミート系
では必ず単位円であるが，非エルミート系
では一般に微分不可能点をもつ閉曲線とな
る．また，系のパラメータに依存してその
形状が変化する．さらに，大きなサイズの
系に対する数値対角化を実行することなく，
開放境界条件の下でのエネルギーバンドの
漸近形を求めることができる．重要なこと
は，この結果は系の端の状況に依存しない
ことである．また，その他にも様々な物理
が一般化ブリルアンゾーンから明らかにな
る．例えば，一般化ブリルアンゾーンから
定義されたトポロジカル不変量はトポロジ
カルエッジ状態の存在を予言することがで
きる．実際，量子光学系における実験に
よって一般化ブリルアンゾーンを用いたト
ポロジカルエッジ状態の出現の予測が正し
いことが実証されている．

――用語解説――

非エルミート表皮効果：
周期境界条件の下では波動関
数は系全体に広がっている
（上図）．一方，開放境界条件
の下では波動関数は系の端に
局在している（下図）．

非エルミート系におけるバル
クの波動関数の空間分布の模
式図．

バルクエッジ対応：
バルクで定義されたトポロジ
カル不変量と系の端に出現す
る状態の間の対応関係のこと
を指す．この状態のことをト
ポロジカルエッジ状態と呼ぶ．

一般化ブリルアンゾーン：
エルミート系で表される結晶
中ではブロッホ波数 kが実数
になるため β≡eikの軌跡は複
素平面上で単位円をなす．こ
れはよく知られたブリルアン
ゾーンである．この概念を非
エルミート系まで拡張したと
き，β＝eikの軌跡を一般化ブ
リルアンゾーンと呼ぶ．開放
境界条件の場合にブロッホ波
数は複素数になるので，一般
化ブリルアンゾーンは単位円
からずれる．
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