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数え上げ不変量の母関数から見えてくるもの
Keyword: 位相的場の量子論

1.　分配関数と位相不変量（公理論的観点）
場の量子論は公理論的にとらえると，時空の次元や計量，
理論の対称性，粒子の種類や表現といったデータをイン
プットとするとき，そのアウトプットとして分配関数（相
関関数の母関数）を計算する処方箋ということができます．
重要な点は，この処方箋が対称性や無矛盾性から従う，し
かるべき性質（公理）を満たしていることです．現在，広
く用いられている径路積分法では作用（ラグランジアン密
度とそれを積分する時空のデータ）と径路積分の測度がイ
ンプットですが，公理論的観点からは分配関数が計算でき
れば，必ずしもラグランジアン密度の存在を仮定する必要
はないことに注意します．
一方，位相不変量は同様に幾何学的対象をインプット，

整数や多項式をアウトプットとする対応で，インプットの
連続的変形という対称性の下でアウトプットが不変なもの
ということができます．古典的な位相不変量であるオイ
ラー標数や写像の巻き付き数は整数値ですが，結び目の量
子不変量であるジョーンズ多項式は多項式不変量の例です．
最近の幾何学ではさらに進んでベクトル空間や複体（ベク
トル空間の列とその間の線型写像の組）をアウトプットと
するホモロジー的（圏論的）不変量も盛んに研究されてい
ます．

2.　位相的相とエネルギー運動量テンソル
素粒子論や統計力学において，理論がどのような相にあ
るかは相関関数の振る舞いによって特徴付けられると考え
られています．自発的対称性の破れ，クォークの閉じ込め
といった問題が代表的な例として挙げられます．このよう
な観点から理論に現れる相関関数がすべて位相不変量とな
る理論を位相的場の量子論と呼びます．これは1988年にE. 

Wittenが量子重力理論における一般共変性が全く破れてい
ない相（位相的相）を記述する理論は，どうあるべきかと
いう問いに対する一つの答えとして提案した理論です．1）

例えば 2点関数〈ϕa（  x）ϕb（  y）〉は 2点間の距離 |x－y |の関数
と期待されますが，距離を測るために特定の計量を固定し
た時点で一般共変性が破れてしまいます．仮にあらゆる可
能な背景計量に関する径路積分が実行できたとすれば一般
共変性が回復できると期待されます．この意味で位相的理
論は，計量に関する径路積分を実行した後の“有効理論”
と見ることもできます．相関関数が位相不変量となること
の物理的判定法は，それらが背景計量に依存するかどうか
です．とくにエネルギー運動量テンソルTμνの（任意の）期

待値がゼロになることを，理論が位相的相にあるかどうか
の判定条件とすることができます．

3.　チャーン・サイモンズ理論と量子不変量
背景計量に依らないラグランジアンにより定義される理
論は位相的場の量子論になると予想されます．代表的な例
が 3次元多様体M上の（非可換）ゲージ場Aa

μ（x）に対する
チャーン・サイモンズ理論です．その作用は
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で与えられます．ここで ²  μνλは完全反対称テンソル，f abc

はゲージ群のリー代数の構造定数です．作用のゲージ不変
性からパラメータ kは整数にとる必要があります．ゲージ
場に対する通常の作用（運動項）SYMと対照的に作用 SCSに
は多様体Mの計量が全く現れていません．運動項に位相的
なチャーン・サイモンズ項を加えた作用 SYM＋SCSによっ
て 3次元ゲージ場の位相的特徴を記述することはなされて
いましたが，新たにWittenが提案したのは運動項を落とし
てチャーン・サイモンズ項のみを考えれば位相的場の量子
論が定義できるということでした．この提案とともに，彼
が明らかにした 3次元チャーン・サイモンズ理論と結び目
の量子不変量の関係 2）は，位相的場の量子論の研究におけ
る最初の目覚ましい成果でした．結び目の不変量に関する
最近の大きな話題はホモロジー的量子不変量ですが，3）こ
の分野は可積分系や位相的弦理論の研究も巻き込んで活発
な研究が進んでいます．

4.　状態の数え上げ v.s.径路積分
位相的不変量には，しばしば数え上げを用いた定義と積
分の計算を用いた定義の 2つがあり，それらが一致すると
いう事実は数学における深い結果となっています．典型的
な例は（2次元）曲面Σのオイラー標数 χ（Σ）です．数え上
げによるオイラー標数の計算ではΣの多面体分割を用いて

χ（Σ）＝V－E＋F （2）

と定義されます．ここでV，E，Fは多面体分割における頂
点，辺，面の数です．一方，Σの計量gμνから定まるスカラー
曲率Rを積分して
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からオイラー標数を求めることもできます．
量子論の重要な特徴は状態の重ね合わせ，すなわち量子
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状態全体のなすベクトル空間を考えることにあり，状態の
数え上げ（ベクトル空間の次元）は量子論と深く結びつい
ています．位相的場の量子論の分配関数の計算を位相的相
にある状態の（重み付き）数え上げとみなせば式（2）に対
応する位相不変量を与えます．これがハミルトニアン的視
点による計算です．一方，位相的理論のもつ対称性は非常
に大きな対称性であるため，径路積分の計算が有限次元積
分に還元される場合があります．このとき残された積分は
式（3）に対応する位相不変量となっています．これはラグ
ランジアン的視点からの計算です．場の量子論ではハミル
トニアン的計算とラグランジアン的計算は一致すると考え
られていますが，位相的場の量子論において，この事実が
式（2）と式（3）が一致するという数学的に深い結果と対応
していることは興味深いことです．

5.　分配関数の効用（ソリトンと双対性）
モノポールやインスタントンといったゲージ理論のソリ
トン的配位は，拡大された超対称をもつゲージ理論におい
てBPS状態と呼ばれる超対称性を部分的に保つ状態とし
て現れます．超弦理論におけるD-ブレインも，これに相当
するソリトン的配位です．専門的になるので詳細は省略し
ますが，拡大された超対称性をもつ理論にツイストと呼ば
れる操作を行うことにより，位相的理論が構成できる場合
があります．1）この操作の重要な点は位相的相にある状態，
すなわち〈phys |Tμν | phys′〉＝0が成り立つ状態が元の超対称
理論でBPS状態に対応することです．位相的相にある状態
はハミルトニアンのゼロ固有値状態であることに注意すれ
ば，分配関数は超対称指数Tr（－1）Fe－βH＝dim HB－dim HF

となり，超対称理論のソリトン的配位を含む真空構造に関
する情報を与えます．ここでHB, Fは位相的相にあるボゾ
ン的あるいはフェルミオン的な状態全体のなすベクトル空
間です．さらに理論に位相的相にあるBPS状態が保つ超
対称性荷電を含む互いに可換な保存量の組｛Ji  ｝があると精
密化された分配関数として重み付き数え上げ
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を考えることができます．ここで qi：＝e－μiであり niは保存
量 Jiに対する量子数です．また dim H｛ni｝は与えられた量子
数｛ni｝をもつ位相的状態の数を表します．最近，よい性質
をもつ多様体上の超対称ゲージ理論について局所化の方法
による超対称指数の計算が大きく進展しましたが，4）その
多くはここで説明した分配関数（4）と深く関係しています．
一般に場の量子論の分配関数は相関関数の母関数となっ

ていますが，位相的理論の分配関数は式（4）のように変数
qiの形式的べき級数として位相不変量の母関数となります．
これに着目すると，不変量を個別に考えるのではなく位相
的場の量子論の立場から，それらを母関数としてまとめて
見たときの性質を研究するという方向が生まれます．2次
元量子重力理論（リーマン面のモジュライ空間の幾何）と
KdV階層（ビラソロ拘束条件）の関係 5）の発見に始まり，
位相的場の量子論の多くで，このような見方により背後に
ある隠れた数理構造（ビラソロ代数やアフィンリー代数な
どの無限次元対称性や非摂動的な双対性）が見えてきます．
例えば 4次元非可換ゲージ理論の電磁双対性には極大超対
称性が必要となると予想されています．電磁双対性におい
てソリトン的配位が重要な役割を果たすため，これは本質
的に非摂動的性質ですが，ツイストの操作により極大超対
称ゲージ理論から得られる位相的理論の分配関数は，イン
スタントン数 kでラベルされるモジュライ空間のオイラー
標数 χkを不変量とする母関数 Z（q）＝å ∞k＝0 χk qkとなります．
ここで（量子異常を考慮に入れると）電磁双対性は Z（q）が
もつ保形性と呼ばれる数学的性質として理解できます．6）

6.　おわりに
位相的場の量子論が提唱されてから，すでに 4半世紀以
上が経過しました．拡大された超対称性ゲージ理論から得
られる位相的ゲージ理論の最近の研究は，超対称ゲージ理
論のインスタントン効果や双対性が共形場理論や可積分系
の理論における量子群対称性の q-変形や楕円型拡張の問題
と深く結びつくことを明らかにしつつあります．7）また位
相的弦理論も量子重力理論のトイモデルとして示唆的な成
果をあげており 8）位相的場の量子論の研究は当初の予想以
上の大きな拡がりを見せています．
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