
552 日本物理学会誌　Vol. 72, No. 8, 2017

©2017 日本物理学会

コスタリッツ‒サウレス転移
Keyword: コスタリッツ–サウレス転移

離散的な自由度をもつ Ising模型は 2次元で有限温度に
おいて相転移を示すのに対し，秩序変数が連続的な対称性
をもつ場合には，低温でも長距離秩序が存在しないことが
厳密に知られている．1）しかし，XY模型のように低温で
のゆらぎが一つの調和モードで表される場合には，長距離
秩序を伴わない相転移が存在する．Kosterlitz-Thoulessは
渦励起に関した議論によってその機構を明らかにした．そ
のためこの相転移はKosterlitz-Thouless（KT）転移 2）とよば
れる．あるいはその先行研究を行ったBerzinskii 3）を加え
てBKT理論とよばれることもある．
その機構を 2次元XY模型
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において紹介する（H＝0の場合）．相転移の特徴を明らか
にするため低温でのスピン相関を調べておこう．低温では
角度が少しずつ変わるので，隣同士の角度の差が小さいと
して，（θi－θj）に関する調和近似
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が有効になる．このとき，ゆらぎの波数 k成分は〈θk θ－k〉≃
（2kBT /J）k－2で与えられる．波数 kが小さい長波長のゆらぎ
のエネルギーが小さいため，1，2次元では角度のゆらぎが
発散する．このタイプのゆらぎは赤外発散とよばれる．こ
のゆらぎを反映して，2次元においては距離 r離れたスピ
ン相関関数は

〈cos（θ（r）－θ（0））〉＝e－1/ 2〈（θ（r）－θ0）2〉∝r－kBT / 2π J （3）

で与えられる．ここで注目すべき点は，相関関数が，指数
的緩和ではなく，冪的に減衰していることである．つまり，
相関長が無限大になっている．このことから調和近似が成
立する状況では，ゆらぎが指数的緩和から冪的緩和に変わ
ることがわかる．この変化がKT転移の本質である．式（1）
と式（2）を比べると，この違いは角度に関する周期性，つ
まり，角度が 2π変わったときスピンの向きがもとに戻ると
いうことが有意であるかどうかの違いとみることができる．
この調和近似の破れを象徴するものが渦欠陥である．図

1に典型的な渦を示す．場所 rでの渦度 n（r）はその点の周
りの閉曲線に沿っての角度変化の積分
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で表される．図 1で白丸が n＝＋1，黒丸が n＝－1の渦欠
陥を表している．

渦はXY模型の秩序変数が作る空間（円周）におけるト
ポロジカルな欠陥である．この観点から，KT転移はトポ
ロジカルな自由度によって引き起こされる相転移というこ
とができ，相転移の研究に新しい概念を導入した重要なブ
レークスルーとして注目され，昨年のノーベル賞受賞と
なった．
渦があることによるスピンの構造はちょうど点電荷があ
るときの電気力線で表されるように見える．そこで式（4）
においてベクトル解析のストークスの定理を用いると渦の
中心 riに電荷 n（ri）があると見なせる．渦の自由度からの
ハミルトニアンへの寄与は，この電荷を用いると，K＝β J
として 2次元Coulombガス模型
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で与えられる．2）ここで，第 1項は渦同士が対数的な相互
作用，すなわち 2次元Coulomb型の相互作用をしているこ
と，第 2項は渦があることで増加するエネルギー（ μ＝
πKC̃とする）を表している．ただし単独の渦からのエネル
ギーは系の大きさとともに発散するため，ここでは，正負
の渦の数が等しい中性条件を課している．

Kosterlitzはこの 2次元Coulombガスのハミルトニアンに
対して，巧妙な実空間繰り込み群の方法を用いることで，
渦間の相互作用の強さを表す βπ Jと，渦の出現のしやすさ
を表す e－βμの長さのスケールに関する変換を求め，この系
が示す特異な相転移，Kosterlitz-Thouless転移の特徴を明
らかにした．2）そこでは，渦の相互作用の強さ Jと μの変

図 1　渦：白丸が渦度が＋1，黒丸が渦度が－1の渦欠陥．（文献 4よ
り加筆転載）
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化を表す量として

x＝βπ J－2 ,　y＝4πe－βμτ  2 （6）

が導入された．ここで τは渦のコアの半径である．長さの
スケールの変換，つまり τの変化によって x，yがどのよう
に変化するかを調べることで，繰り込み変換の関係
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が得られた．この繰り込み群の流れは図 2のようになる．
図の右側の青で示した流れは，低温では距離のスケールが
大きくなると，渦の出やすさを表す yが小さくなり渦が出
にくくなることを表している．繰り込まれた先は x軸上の
太い実線で示した領域であり，そこでは y＝0のため渦が
ない．この領域は調和近似が成立する低温相を表している．
それに対し，高温領域（  x<0）ではスケールを大きくする
と渦が出やすくなり，高温の無秩序相に移行する．その流
れの境目（  x＝yを表す破線）が相境界を表している．境界
線少し上では，距離のスケールを大きくすると最初は yが
小さくなる，つまり渦が出にくくなるように見えるが，最
終的には高温相に向かう．*1 この流れ（7）を解析すると，
相関長は臨界点からの温度のずれを tとして

/e , 0π Ctξ C～ >   （8）

であることが示される．つまりこの系の相関長は通常の冪
的発散（t－ν）ではなく特異な指数的発散を示す．これは通
常の臨界指数が ν＝∞であることに相当する．臨界点は
x＝0からKC＝2 /πで与えられるので，臨界点でのスピン相
関関数の冪 ηの緩和は η＝1/ 2πKC＝1/ 2π（2 /π）＝1/4であり，

臨界点では η＝1/4であることを示している．KT転移では
ゆらぎが大きいため，数値計算において転移点を決めるの
が難しい．そこで相関関数の冪を温度の関数として求め，
η＝1/4を臨界点のクライテリオンとして臨界点が決められ
ることがある．また，KT転移における相転移点の決め方
として，KT点で特別な対称性が表れることを利用したレ
ベルスペクトロスコピーとよばれる方法も考案されてい
る．5）

KT転移はXY模型だけでなく，秩序変数が同じ対称性
（U（1））を持つ 2次元の融解問題，超伝導，超流動や，相
互作用が式（5）で与えられる 2次元電子ガスなど多くのシ
ステムで起こる．またモデル（5）は変数が整数の離散ガウ
ス模型と双対関係にあり，離散ガウス模型でモデル化され
る結晶成長での界面成長の模型でもKT転移が現れる．6） 

この模型は低温でサインゴルドン模型となり，場の理論観
点からも研究が進められている．さらに離散的なXY模型
である q状態クロック模型では，q≥5で互いに双対な 2つ
にKT転移が現れることも知られている．7）また，一般に 2

次元の古典系の相転移は，1次元量子系の量子相転移と見
なすことができる．最近盛んに研究が進められている 1次
元の量子スピン系においてもKT転移に相当する転移がし
ばしば現れる．このように，図 2はこれら多くの系で起こ
る相転移の普遍的機構を与える重要なものとなっている．
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*1 この相図は渦の密度が希薄な場合を考え，yが小さいと仮定した時の
ものである．μが小さく，渦が発生しやすい系では，KT転移ではな
く一次相転移が起きる．

図 2　Kosterlitz-Thouless転移の繰り込み流れ図．
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